
0.1. ESERCIZIO E10, PAG. 290 PERFETTI (TRANSITORI IN RETI DEL SECONDOORDINE).
0.1 Eserizio E10, pag. 290 Perfetti (Transitori in retidel seondo ordine).0.1.1 Testo
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Nel iruito in �gura l'interruttore rimane hiuso per moltotempo, quindi si apre in t = 0. Riavare la orrente i(t) per
t > 0

0.1.2 SoluzioneIniziamo on lo srivere le equazioni di stato e on il trovare la soluzione generale. Suessivamentealoleremo le ondizioni iniziali ed i valori asintotii per ottenere la soluzione ompleta.Equazioni di statoSegnamo innanzitutto sulla �gura le variabili di stato vC ed iL e le loro ontroparti iC e vL. Peromodità le segliamo in modo he seguano la onvenzione utilizzata per srivere le relazioni ostitu-tive di induttore e ondensatore, ovvero usiamo la onvenzione degli utilizzatori. Sostituiamo inoltreall'interruttore un iruito aperto, dato he stiamo studiando la rete per t>0.
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i(t)Per srivere le equazioni di stato utilizzeremo le relazioni ostitutive degli elementi dinamii,espliitando le derivate

{

ic = C dvc

dt

vL = Ldvl

dt

⇒
{

dvc

dt
= iC

C
dvl

dt
= iL

L

(1)Caloliamo quindi iC e vL in funzione delle variabili di stato per poter ompletare la sritturadelle equazioni di stato.Faoltativamente, per questo passaggio, si possono sostituire all'induttore ed al ondensatorerispettivamente un generatore di tensione vC ed un generatore di orrente iL.Tale passaggio è dal punto di vista della teoria puramente 'gra�o' in quanto si possono e�ettuareesattamente gli stessi passaggi direttamente sulla rete di partenza, senza perdere tempo a ridisegnareil iruito. Dal punto di vista pratio invee la rete on i generatori sembra più semplie, dato heabbiamo studiato per più tempo le rete in regime stazionario rispetto a quelle tempovarianti e quindiil seondo disegno è più 'familiare' e viene in media risolto in meno tempo.1
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i(t)Otteniamo immediatamente
iC = −iL (2)da una LKI al nodo in basso.Usando la trasformazione dei generatori otteniamo:
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Da ui, on una LKV alla maglia
vL + 4.5V + 2iL − vC = 0 ⇒ vL = vC − 2iL − 4.5V (3)Quindi, unendo le 1,2 e 3 otteniamo

{

dvc

dt
= −iL

C
dil

dt
= vC−2iL−4.5V

L

⇒
{

dvc

dt
= 0vC − 2iL + 0

dil

dt
= vC − 2iL − 4.5

(4)In forma matriiale:
d

dt

[

vC

iL

]

=

[

0 −2
1 −2

] [

vC

iL

]

+

[

0
−4.5

] (5)quindi la matrie di stato è:
[

0 −2
1 −2

]on traia
T = −2e determinante 2
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∆ = 2Abbiamo T < 0e ∆ > 0, quindi la rete è stabile

α = −
1

2
T = 1

ω2

0 = ∆ = 2

S2 − 2αS + ω2

0 = 0 ⇒ S = −α ±
√

α2 − ω2
0 = −1 ±

√
1 − 2 = −1 ± jAvendo radii omplesse oniugate la soluzione sarà del tipo

x(t) = e−αt [A1cos(βt) + A2sin(βt)]on
β =

√

ω2
0 − α = 1Otteniamo quindi

i(t) = e−t [A1 cos (t) + A2 sin (t)] + I
∞

(6)Analizzando la rete iniziale otteniamo, per i valori asintotii:
I
∞

= −IL∞
= 0 in quanto la rete è stabile, tutti i generatori sono ostanti e quindi la orrentenel ondensatore tende a zero.Per il valore iniziale:

i(0) = −iL(0) =
9V

3Ω
= 3Aquindi, valutando i(0) dalla 6 ed uguagliandola al valore appena alolato otteniamo

1 · (A1cos(0) + A2sin(0)) = 3 ⇒ A1 + 0 = 3 ⇒ A1 = 3Per alolare l'altro oe�iente valutiamo, in t=0 la derivata di iL:Dalla seonda delle equazioni di stato 4 otteniamo:
diL

dt

∣

∣

∣

∣

∣

0

= vC(0) − 2iL(0) − 4.5 = 0 − (−6) − 4.5 = 1.5quindi
di

dt

∣

∣

∣

∣

∣

0

= −
diL

dt

∣

∣

∣

∣

∣

0

= −1.5Derivando la 6 e valutandola in zero otteniamo
di

dt
= −e−t (A1cos(t) + A2sin(t)) + e−t (−A1sin(t) + A2cos(t))he, valutata per t=0 3
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di

dt

∣

∣

∣

∣

∣

0

= −A1 + A2Sostituendo il valore trovato preedentemente
−1.5 = −A1 + A2 ⇒ −1.5 = −3 + A2 ⇒ A2 = 1.5otteniamo quindi:

i(t) = e−t

[

3 cos (t) +
3

2
sin (t)

]la quale è la soluzione erata.Se si volesse srivere la stessa fattorizzando i termini esponenziale e sinusoidale potremmo rao-gliere il termine √

32 +
(

3

2

)2 ottenendo:
i(t) =

√

32 +
(

3

2

)2

e−t





3
√

32+( 3

2
)
2
cos(t) +

3

2
√

32+( 3

2
)
2
sin(t)



Imponendo poi
3

√

32+(3

2
)
2

= cos γ

3

2
√

32+(3

2
)
2

= sin γpossiamo risrivere la preedente ome
i(t) =

√

32 +
(

3

2

)2

e−t [cos(γ) cos(t) + sin(γ) sin(t)]on
γ = atn

3

2

3
= atn1

2
= 0, 463647609onsiderato he dalla trigonometria abbiamo:

cos(α − β) = cos(α) cos(β) + sin(α) sin(β)otteniamo
i(t) = 3

√

5

4
· e−t · cos(t − 0.463...) ≃ 3, 354e−t cos(t − 0.46)
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