0.1 RETE DEL SECONDO ORDINE CON INDUTTORI MUTUAMENTE

ACCOPPIATI
0.1.1 Testo
Considerata la rete in figura, con
e M =1H
Rl 1Q [ ] Ll = 1H
X W
. 11/M\. 2 o L,=1H
Ly L, R,
1H 2H 1Q 1. Si scrivano le equazioni di stato della rete.
2. Si calcolino i1 (t) ed i5(t) assumendo che

o i1(0) =2A
o ir(0)=—14

0.1.2 Soluzione

Iniziamo con lo scrivere le equazioni di stato.

Per scrivere le equazioni di stato, dobbiamo scrivere le duali delle variabili di stato in funzione
delle variabili di stato, ovvero andremo a scrivere vy e vy in funzione di i; e 1.

Indichiamo innanzitutto in figura v; e vs.

Con una LKI al taglio A otteniamo la corrente passante in Ry
tpy = 11 + 12
Utilizzando la legge di Ohm troviamo la tensione ai capi di Rs
Vg = Ry(iy +12)
da cui,
Vg = —Ur2 = —Raiy — Raiy
Con una LKV alla maglia di sinistra otteniamo
V1 = vy — Ryiy = vy = —Ryiy + [— Raiy — Rais] = (—Ry — Ra) i1 + (—R2) iy

Sostituendo i valori di resistenza e scrivendola in forma matriciale abbiamo



HNEEH

Le relazioni costitutive degli induttori mutuamente accoppiati ci danno:
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Uguagliando i due secondi membri otteniamo.
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Per avere le equazioni di stato dobbiamo esplicitare il vettore delle derivate delle correnti, ovvero
moltiplichiamo entrambi i membri per la matrice inversa dei coefficienti delle derivate.

La matrice inversa é:
111 2 21 [2 41
1 2 S 2—-1| -1 1| | -1 1

quindi per ottenere I’equazione di stato:

i) _[2 —1][-2 <1][a]_[a]_[-4+1 —2+1][a
| | -1 1 -1 -1 19 i | | 2—1 1-1 19
a] [-3 -1][4
iQ B ]. 0 iQ
oppure, in forma algebrica:

di . .
{ ﬁ = 11—222

dia _
at 3|

Risolviamo ora il sistema:

dlun| | -3 -1 1 0
dli| =11 o] |ulTlo

Valori iniziali (dati dal testo del problema):

i1(0) =2

i2(0) = —1

Valori asintotici: sostituendo agli induttori due corto circuiti otteniamo immediatamente:

iloo == 0

7:200 — 0

La traccia della matrice di stato & T = a1y + @92 = —3

Il determinante della matrice di stato &: A =1

Essendo T' < 0 e A > 0: 1l sistema ¢ stabile

Il coefficiente di smorzamento é:

a= —%T =1,5



wi=A=1
L’equazione caratteristica é:

S?+2aS +wi=0=S*+35+1=0
La quale ha come soluzioni (frequenze naturali)

—0, 381966

_ 2 _ 2 _
S=at/a w0:>5—{ 2. 618034

Avendo come soluzione delle radici reali, negative e distinte la soluzione sara’ del tipo:
z(t) = A1e™ + Aye™ + 2
In particolare otteniamo

Zl(t) = Aleslt + AQ@SQt + iloo
Zz(t) = Ageslt + A4652t + igoo

Calcoliamo ora i coefficienti della soluzione.
Valutiamo tali espressioni per t = 0, sostituendo i valori iniziali e quelli asintotici, ottenendo:

il(O):A1~eO+A260+iloo:>2:A1+A2+0

ig(O):A3'60+A4€0+Z’QOO$—1:A3+A4+0

Derivando le soluzioni in t=0 otteniamo:

d
%Zl(t) = SlAleslt + SQAQ@SQt

d
Jia(t) = S14se™ + SpAue™!

Inoltre i valori delle derivate in £ = 0 sono calcolabili dalle equazioni di stato

d
il (t — _
ai®) o >
d
—i9(t =—1
a2 .
in particolare, sostituendo:
d .
%ll(t) = SlAl + SQAQ = —5H = —0, 381966A1 — 2, 618034A2

t=0

Riordinando i termini
0,381966 - A; +2,618034 - Ay = —5
Ponendo a sistema con 'equazione precedente

3
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Al + A2
0,381966 - A; + 2,618034- A, =

Moltiplicando la prima equazione per 0,381966 otteniamo:

0,381966 - A; + 0,381966- A, = 0,763932
0,381966 - A; + 2,618034- A4, = 5

Sottraendo membro a membro la seconda equazione dalla prima:

0+ 2,236068 - Ay = 4, 236068 = A, = 1,804427

Sostituendo il valore trovato nella prima:

A+ Ay =2

A1+A2:2:>A1:2—A2:>A1:2—1,894427

A; =0,105573
Analogamente, per Az ed A, otteniamo:
d
%Zg(t) = SlAg + 52A4 = —1= —O, 381966143 — 2, 618034A4
t=0

Riordinando i termini:
0,381966 - A3 4+ 2,618034 - A, = —1

Ponendo a sistema, abbiamo:

As + Ay = -1
0,381966 - A3 + 2,618034-A, = 1
Moltiplicando la prima equazione per -0,381966
0,381966 - A3 + 0,381966- Ay = —0,381966
0,381966 - A3 + 2,618034- A, = 1

Sottraendo membro a membro la seconda equazione dalla prima:

0+ 2,236068 - Ay = 1,381966 = A, = 0,618034

Sostituendo il valore trovato nella prima:

A3+A4:—1
As+ Ay =—-1=>A3=—-1— A, = A3 = —1—10,618034

Az = —1,618034
Sostituendo i valori trovati otteniamo la soluzione completa:

ir(t) = 0,105573¢ 03819668 1] 8044972618034 4 ()
ig(t) = —1,618034¢ 03819661 4 () 6180342018034 4

a0

0,106e~938 4 1, 89¢ =26
—1,62e7938 0, 62¢ 26!
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